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APREKINOS IZMANTOTIE LIELUMI UN TO APZIMEJUMI

normalais spriegums

bides spriegums

Skiedru elastibas modulis

matricas elastibas modulis

plaisas atv@rums stiepe

plaisas atvérums bidé

Skiedru garuma-diametra attieciba
matricas bides modulis

Kolosova parametrs

Skiedru relativa tilpuma dala

berzes koeficients starp skiedru un matricu
skiedru Puasona koeficients

matricas Puasona koeficients

Skiedru matricas interfeisa kritiskais energijas atbrivoSanas atrums
Skiedru stipriba stiepe

sakotngjais Skiedru atslanosanas garums
Apreékinos izmantotie lielumi

Parametrs  Vértiba

Es 200 GPa
Em 20 GPa
Vs 3%
Vi 0.3
Vim 0.2
U 0.35
r 0.5 mm
of 250 MPa
I/d 210
Gic 1.1 N/m

Of 250 MPa



1. PLAISA AR VIENA VIRZIENA ORIENTETAM SKIEDRAM

1.1 Dislokaciju metode plaisai bezgaliga plakné
1.1.1 Metodes apraksts

Dota plaisa bezgaliga plakng, x ass intervala [a ; b], slogota ar spriegumiem o[x] un t[x].

Attels 1.1 Plaisa bezgaliga plakné, slogota ar spriegumiem o un .

Spriegumi punkta (x,0), ko rada uz x ass punkta t novietota dislokacija ar Burgersa vektoru

(bx.by)

[x]_ ——y z,[x]=0, (1.1.1)
o [x]=0 =, [x]:i b, . (1.1.2)
A x—t
K+1
D
Y7
Plaisas atvérumu un sprieguma intensitates koeficientu iesp&jams noteikt uz x ass intervala [a
; b] izvietojot dislokacijas ar blivuma funkcijam p [x]= ob, D,[x]= P, . Sads dislokaciju
OX
izvietojums punkta (x,0) rada spriegumus
1 b
opx ]_ (1.1.3)
7[ a
D [t]
7 [x]= Al j (1.1.4)
Plaisas malas ir brivas no spriegumiem , tatad
o, [x]+o[x]=0, (1.1.5)
7o [x]+7[x]=0. (1.1.6)

Pielidzinot izteiksmes (1.1.3-4) uz plaisas malam uzdotajiem spriegumiem tiek iegtta divu

singularintegralvienadojumu sist€éma



1 $Dt]
71 > dt= o] (1.1.7)
;[tD—x dt = 2[x] (1.1.8)

Sist€mas atrisinasanai nepiecieSams zinat funkcijas o[x] un 1[x].
Zinot funkcijas Dx[x]un Dy[x] iesp&jams izteikt plaisas atv@rumus Ay[x], Ay[X] un sprieguma

intensitates koeficientus K, Kj;.

A,[X]==[" D, [tlt (1.1.9)

A]=-[" D, [tht (1.1.10)
K|, =limv/x~a-D,[x] (1.1.11)
K|, =limvb—x-D,[x] (1.1.12)
Kulxa =limyx-a-D,[x] (1.1.13)
Kyl =limvb—x-D,[x] (1.1.14)

1.1.2 Risinajums linearam Skiedram

Ja plaisu, kurai attali pielikti vienmérigi spriegumi t° un o”, kopa satur Nf plaisai
perpendikulari orientétas Skiedras, kuru spriegumus ar plaisas atvérumu saista funkcija o'[8], tad

vienadojumos (1.1.7-8) iesp&jams izteikt spriegumus o[x] un 1[X] :

O'[X]=O'°°—in[x, X, ! s[x, ]I (1.1.15)

o0

r[x]=7". (1.1.16)
Konstantes X; atbilst Skiedru pozicijam uz plaisas ass. Funkcija 6[x] vienada ar pusi no

plaisas atvéruma punkta x, un funkcija Hf[X,Xj] apraksta punkta x; eso$as Skiedras ietekmi uz

plaisai pielikto spriegumu punkta x. Hf[x,xj] tiek uzskatita par zinamu un atkariga no veida kada

Skiedru spriegumi tiek pielikti plaisas malam (koncentréti spéki, intervalos konstanti spriegumi

u.c.).
§[x]:—%iDy[t]dt (1.1.17)
Ievietojotié;teiksmes (1.1.15-16) vienadojumos (1.1.7-8)
i:%@:aw—in[x,xj]af 5%, ] (1.1.18)
t:?i_[i]dt e (1.1.19)



Redzams, ka perpendikulari plaisai orientétam Skiedram funkcija Dy (Iidz ar to ari K;;) nav
atkariga no Skiedru izvietojuma un parametriem. Tade] turpmak tiek piepemts, ka plaisa tiek
slogota tira stiepé (t=0). Pienemot, ka Skiedru spriegumus ar plaisas atvérumu saista lineara
funkcijao| [6]= Al 6+B/ ,(1.1.18) var uzrakstit ka

1 DRk . —ZB H[xx]- ZH [x, x ]A—‘fé[x] (1.1.20)

Ay t—x ! 2

Piepemot, ka j-tas Skiedras spriegums tiek vienmeérigi sadalits intervala [x-r ; Xj+r] , kur r —

Skiedras radiuss, funkcija Hf[x,xj] izsakas ka

~ 1 ‘x—x.‘sr
f[X’Xj]—{O ‘X_xj‘ﬂ (1.1.21)
@l e
_:T:;O'QJ’ ‘]—O';.
2r

—_—

o
o T

Arntels 1.1.2 J-tas Skiedras raditie spriegumi uz plaisas malam.
Tad (1.1.20) atrisinajums plaisai, kura atrodas intervala [-a ; a | un kuru satur kopa N
linearas §kiedras, kuras iedarbojas uz plaisu ar intervalos vienmérigiem spriegumiem ir~
N
Dy[x]:_ia%[xhz(% +§*’ j 2%, ,r] (1.1.22)
T j=1 VA
Al
AR J‘ Dy[t}jt ziAjf5[xj]
2r 2 ¢ 27
a (1.1.23)
levietojot (1.1.22) izteiksmé (1.1.23) tiek ieglita Nt vienadojumu sist€éma nezinamajiem o;

a, =—%Afﬂ—i +NZ( j 24t 2, J,r]}dt—

—a

:%A{amwu [x ]+ Al > A Z( jﬂauf{ﬁ,ﬁ,i}

(1.1.24)

“ Sk. pielikumus P1 un P2



1.1.2 Salidzinajums ar kompleksa mainiga metodi linearam Skiedram

Ja plaisu satur kopa tikai viena Skiedra punkta h (x;=h), tad spriegumu Skiedra iesp&jams

izteikt analitiski

A (quo + Bfuf)

q=-—n 3 07 7 (1.1.25)
27 2
— — U
awa)
hl 1"
—U,|—|=—[alt,aldt 1.1.26
Uy o{a} ”a—ja[ ] ( )
h
v, =U{D,D,L}=—i_|'/1[t,a,h,r]dt (1.1.27)
aaa 7,

Izmantojot (1.1.23) un izteiksmi spriegumam Skiedra:

{D} 27a 1 (0'°°UO+Bfuf)

_ _1 1.1.28
a] AA Af( 2 ( )
AA‘a '
2B’
aA o vy +——
o' =A'sh]+B' =— A’ (1.1.29)
—— Aavy
Af

Parbaudes noliikos §1s pasas izteiksmes iesp€jams iegiit izmantojot ar komplekso potencialu

metodi iegiitos atrisindjumus’ Izmantojot (1.1.30-31), (P1.44), (P1.46) un (P1.49) un plaisas

atvérums pie Skiedras (x=h) izsakas, ka

26[h]=aA,c"v, +aA,c v, . (1.1.30)
Talak iesp&jams izteikt spriegumu $kiedra un attali no plaisas pielikto spriegumu ¢”.
o/[6]=A/5+B] (1.1.31)
f
aA o v, +2—
ol = 5 (1.1.32)
— aAvy

Ka redzams ar abam metodém iegiitas izteiksmes sakrit.

“ Sk. pielikumu P1



1.2 Plaisa, kuru satur kopa viena nelineara Skiedra
1.2.1 Spriegums Skiedra

Vispariga gadijuma spriegumu Skiedra ar plaisas atv€rumu saista nelineara sakariba.
Nelinearitates iemesli var biit dazadi (Skiedru matricas atslanoSanas, plastiskas deformacijas

Skiedra u.c.), un katram no tiem iesp&jams piemeklet funkciju cf[S].

A

-

Attels 1.3 Kvalitativa Skiedras sprieguma o atkariba no plaisas atveruma 6 nemot véra Skiedru matricas

o

atslanosanos un Skiedras izrausanos.

Lai aprakstitu visparigo gadijumu var pienemt, ka pie mazam plaisas atvéruma veértibam o'[8]
bus lineara funkcija, un nelinearitate saks izpausties tikai sasniedzot kadu kritisko sprieguma
vertibu ok. Ja aprakstot skiedru tiek nemti véra vairaki efekti, kur katrs no tiem klist nozimigs
pie citas sprieguma (plaisas atvéruma) vértibas, tad spriegumu Skiedra visparigi var pierakstit

forma (1.2.1)

A's+B' 5< 8,

Gf[é‘]: O-kl(é‘) 0q S0 <9y, (1.2.1)

Gkn (5) 5kn < 5 < 5kn+1
Viens no iesp&jamajiem variantiem atrodams apskatot Skiedru-matricas atslanoSanos un
Skiedras izrauSanos no matricas. Pienemot, ka atslanoSanas process sakas spriegumam Skiedra
sasniedzot vertibu op (atv€rumam sasniedzot vertibu 6p) un maksimalais atslano$anas spriegums

ir o (1.2.1) var pierakstit, ka

A's+B' 5 <6,
o'l5]=4op +(E-0p)f,[6-6,] 6,<5<5. (1.2.2)
ool6-5 <5



ogr[0] ir Skiedras izrau$anas spriegums péc pilnigas Skiedru-matricas atslanoSanas un funkcija

f,[8] raksturo Iiknes formu intervala 6 e [5D;g ], pie kam

t[o]elo] selsy:5]. (1.2.3)
Izmantojot dazadas funkcijas or[6] un f,[d] iesp&jams aprakstit dazadu Skiedru uzvedibu
izrauSanas laika (atslanosanas bez berzes, ar berzi u.c.).

Spriegumu 6p UN & novertejumi pieejami literatara™®™3

1.2.2 Analitisks atrisinajums

Izmantojot (1.1.30) un (1.1.26-27) iesp&jams aizklata forma izteikt spriegumu Skiedra
atkariba no plaisas atvéruma, gadijumam kad stiepé slogotu plaisu satur kopa viena nelineara
Skiedra novietota punkta (x=h)

26[h]= aAo v, + aA o [sh]l; . (1.2.4)

Attiecigi talu no plaisas pieliktais spriegums ¢~ izsakas, ka

. _ 26[h]-aAo ' [s[h]b,
o’ = :
aAy,

Izmantojot (P1.36-37) sprieguma intensitates koeficienti abos plaisa galos izsakas, ka

(1.2.5)

K, [6], e = \/E{G‘” —G—fki[h,iﬂ (1.2.6)

k*[n,p]= i(\/l— (n+p) ~\1-(n- o) j +sin - pl-sin[p+p))  (@27)

Sadi, izmantojot (1.2.2) un (1.2.5) iesp&jams parametriski iegiit sakaribu K[c™].

o MPs a'[a]

N

(=)
(&1}
=
in
-
5
B




Klo']

[
1 I ¥ Tt = o . & t 1
o
o, MPa
Matrica — - - Kompozts Skiedra |

Attels 1.4 Augsa: Skiedras sprieguma atkariba no plaisas atvéruma. Apaksa: Sprieguma intensitdtes koeficienta

atkariba no plaisai pielikta sprieguma pie h=0.

1.2.3 Skaitlisks atrisinajums, ar dislokdaciju metodi

Sadu situaciju iespgjams modelét arT izmantojot dislokaciju metodi, izmantojot sakaribu

(1.1.15)
2D, |t
R LN SRR (128)
Az t=X
Vienadojumu (1.2.8) nav izdevies atrisinat analitiski, bet tam iesp&jams iegiit skaitlisku

atrisinagjumu ar pielikumos P3 un P4 aprakstitajam metodém. Izmantojot (P.4.9-15):

oD, [x, Dy]=i{ o Jo[x] M Ld } (1.2.9)
27[ k k
1 h
a :—E_!;Dy[t]dt (1.2.11)
l h
5a:—§£éDy[t, D, |t (1.2.12)

Ka redzams lai aprakstitu funkciju 8Dy[x] nepiecieSams vienadojuma (1.2.8) sakotngjais
atrisinagjums Dp[X]. Nemot véra ka funkcija Gf[6] pie mazam 6 vertibam ir lineara, iesp&jams

izmantot izteiksmes (1.1.32) un (1.1.22) lai noteiktu funkciju Do[X]

Dfx,0]= 2 oA [x]+ of Alx.a.h.r]) (1.2.13)
T
aA,o + ff
of =— A (1.2.14)
2 v,
AT,

Piepemot, ka M=1 (o4[d] tiek izvirzita Teilora rinda lidz pirmas kartas atvasinajumam),
(1.2.10) izsakas, ka



D, [x,D, |= %{— 260" A, [X]+ 2A[x,a,h,r] dg‘; [a]&a}

Ievietojot (1.2.15) vienadojuma (1.2.12)

sa|D, |- a0, o

do'
2_a-AOUf do [a[Dy]]

a[Dy]:%{o—uo +0'fuf}

o' =of +3 % [alo, o)

1.2.4 Skiedras sprieguma funkcijas formas ietekme

o, MPa o[l
il
=1
& ,pm
Kio"]
]
E = ,_,—//-"ff;_,—’
E 12 de’f/_,_f"_/f)
:ﬁ LE
ﬁ
— Matrica — Kompozits - E-k;ie:ra | o', MPa

(1.2.15)

(1.2.16)

(1.2.17)

(1.2.18)

Attels 1.5 Augsa: Skiedras sprieguma atkariba no plaisas atvéruma. Apaksa: Sprieguma intensitdtes koeficienta

atkariba no plaisai pielikta sprieguma pie h=0.

Kopuma nelinearo efektu deél nepiecieSams lielaks plaisas atveérums lai sasniegtu kadu

Skiedras sprieguma vértibu. Ta dél Skiedru ietekme uz Sprieguma intensitati mazinas.

10



o, MPa ool
: .
< -H-'-FF.J-
—H-F'_H_'-F'-
—F'-F'-F'-F'-
—_—
-I"-'-FF'-.-
.o-"'""f
5 = # :
& ,pm
Kol
- " _'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_
[
oo
= |
- .._F_n_g:ﬁz-'_'_'_
: e e — el I S X S
| —— Kompozhs —— Matrica — -Skkdm o”, MPa

Attéls 1.6 Augsa: Skiedras sprieguma atkariba no plaisas atvéruma. Apaksa: Sprieguma intensitates koeficienta
atkariba no plaisai pielikta sprieguma pie h=0.

Ka redzams gadijuma ar vienu Skiedru nelinearas dalas ietekme nav loti biitiska. Tomér

janem vera, ka plaisai ar vairakam Skiedram svarigu lomu sp€l€s nevis sprieguma forma, bet tas

izmainas izsaucosie efekti (atslanoSanas un izrausanas).
1.3 Plaisa, kuru satur kopa vairakas nelinearas Skiedras

1.3.1 Apraksts

Izteiksmes (1.2.9-11) var viegli modificét izmanto$anai gadijumam ar vairakam Skiedram.

Visparigi ja plaisu satur kopa vairakas nelinearas Skiedras ,noteicosais vienadojums ir

Aoﬂi? A —ZH o, b [olx (1.3.1)

Atkartoti izmantojot (P.4.9-15):
oD, [, Dy]zg{ o 2[X]+ Zﬂ[x a, xj,r]zk - [a ](cSaj)k} (1.32)

1 | X losoy [ XX ]
o -3 o= lou] 2] S [0.5 o] (133

— a a a

St = —;IéDy[t, D, Jdt = a'gﬂ{aawu{ﬂ + iu f {zzg}i;’ 4o 1, You )k} (1.3.4)

= k! do

J-f = O'J 0 + Eﬁ . K5aj )k (135)

11



Gadijuma ja funkcijas csjf[S] tiek izvirzitas Teilora rinda lidz pirmas kartas atvasinajumam

(M=1):

oa

1

N
+y U,

do;
ds

(1.3.6)

( A sy |
J. —E:[aéDy[t,Dy]dt— . {50 u{a}

|

Ja M>1 noteicosa vienadojumu sist€ma vairs nav lineara, un paradas papildus griitibas to

i=1

atrisinat, tad€] turpmak tiek izmantots gadijums ar M=1.

1.3.2 Piemeri

K[o"]
30.0
25.0 //
20.0
E /
——
© 15.0
m /
E 10.0 /
X 5.0 /
0.0 T8 : ‘ ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ ;
0{0 b ST = = w20.0= = =500 = =— 400 === =500mmm = =50Em = = ) = = =80.G: m =——OGOm = #00.0
5.0
‘—Matrica —— Kompozits — - Skiedras o, MPa

1.7 Atéls Sprieguma intensitdtes koeficienta atkariba no plaisai attali pielikta sprieguma. Skiedru spriegumu

atkariba no plaisas atveruma tada pati ka 1.4 augseja attéla.

K[o™]
35.0
30.0
/
25.0 Bl
E //
7(“ 20.0
D. //
E 15.0
10.0 ,__[—_)
0.0 T T T T T T
40.0 50.0 60.0 70.0 80.0 90.0 100.0
— Matrica — KompoZzts o”. MPa

1.7 Attéls Sprieguma intensitdtes koeficienta atkariba no plaisai attali pielikta sprieguma. Skiedru spriegumu

atkariba no plaisas atveruma lineara.
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2. PLAISA AR HAOTISKI ORIENTETAM SKIEDRAM

2.1 Dislokaciju metode plaisai slogotai ar stiepes un bides spriegumiem
2.1.1 Metodes apraksts

Plaisu kopa saturosas skiedras nav perpendikularas plaisas asij, tad tas iedarbojas uz plaisu
ar1 ar bides spriegumiem. Pienemot, ka j-ta Skiedra ar y-asi veido lepki ¢ un zinama sakariba

starp spriegumu uz Skiedras ass S" un plaisas atveérumu, iesp&jams izteikt Skiedru raditos

spriegumus:
o'[6,6]=5"[5,4]cos? 4, (2.1.1)
r'[5,4]=S"[5,¢]cosgsing. (2.1.2)

Nemot veéra skiedru raditos spriegumus vienadojumus (1.1.18-19) var parrakstit forma:
D

AOE Dl —ZH x5, [x, ) ) (21.3)

AOEID [t][ ZH xx; rt s, [x; 1 o] (2.1.4)

2.2 Plaisa ar linearam Skiedram
2.2.1 Telpiskas orientacijas ietekme uz Skiedru spriegumiem

Lai aprakstitu Skiedru orientacijas ietekmi esp&ams izmantot vienkarSotu empirisku

sakaribu, kas saista speku plaisas asij perpendikulari orientéta Skiedra (¢=0) ar spriegumu

patvaligi orientéta Skiedral"o-:
% - (2.1.5)
0

Seit Po[8] — speks uz plaisas asij perpendikulari orientstas (p=0) $kiedras ass, pie plaisas
atvéruma 0, P[0,p] — speks uz lenkt ¢ (starp Skiedru un y asi) novietotas Skiedras ass, pie plaisas
atvéruma 0 un f — proporcionalitates koeficients.

Izsakot spriegumu uz Skiedras ass, atkariba no lenka ¢ un atvéruma o:

S'[s,4]=5"[c]e" (2.1.6)

Ievietojot (2.1.6) vienadojumos (2.1.3)

IO Sl b B 2
T

%j—?i[;][ =" —2 H ' [x,x, J5°[5,[x, b cosg, sing, (2.1.8)
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Janem veéra, ka bides deformaciju ietekmé€ Skiedras nolieces lenkis ¢ tiek izmainits.

5p=645,.6, ]
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PIELIKUMI

P1 Kompleksa mainiga metode
Pl1.1 Kompleksa mainiga funkcijas

Izmantojot funkciju ¢(x), integréjamu pa x asi intervala [a ; b] iesp&jams ieviest kompleksa

mainiga (z=x+iy) potencialu ®[z], analitisku visa plakn€ un izztidosu bezgaliba.

"ol (1D

®[z] 50 [z >w (P1.2)
Ar Sohocka-Plemela formulu iesp&jams izteikt potenciala ®[z] robezvertibas, kad z tiecas uz

X asi No vienas un no otras puses

@ [x]== ¢[ b+ I A o (P1.3)
o I|rPOCD[x+|y] (P1.4)

Apskatot So robezvertibu starpibu tiek iegiita Hilberta problema (P1.5) kuras atrisinajums

izsakas péc Sohocka-Plemela formulas, ka:
— @~ =¢[x], (PL5)
¢[t]
P1.6
=, j (P16)
Gadijuma, ja Hilberta probléma uzdota potenciala robezveértibu summa, tad atrisinajumu
iesp&jams izteikt ar paligfunkciju y[z].
O+ D =g¢(x), (P1.7)

oft]- 2 Ao pfa)f] PLe)

A2)=b-2)2(z-a)z, (P19)

Funkcija y[z] ir apmierina vienadojumu (P1.10).

y +y =0, (P1.10)
x*(2)= lim 7z], (PL.11)
ANy (P1.12)
X
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P1.2 Kompleksa mainigd metode plaknes uzdevumam

Plakanisku deformaciju (parvietojuma vektors atrodas xy plakn€) vai plaknes
spriegumstavokla gadijuma (ja visas sprieguma tenzora komponentes, kas satur z koordinati
vienadas ar 0) spriegumu un parvietojumu komponentes iesp&jams izteikt ar diviem analitiskiem

kompleksa mainiga potenciéliem[Ref—l]:

o, +0, = 2]+ o))
0, =0y +2i0,, = 2(70z]+ ¥[z])
Zy([u +iv)= K‘¢[Zl+ W+ (I)Hz]

olz]=¢Tz] ¥z]=y 1z

Seit ar parsvitrojumu tiek apziméts kompleksi saistitais mainigais Z = X —iy un f |E | = ?[Z] .

(P1.13)

Ar sadiem potencialiem noteiktie parvietojumi biis precizi lidz cieta kermena parvietojumam.

levedot funkciju

Qz]=o[z]+ z0[z]+ P[z], (P1.14)

un (P1.13) aizstajot y, spriegumu un parvietojumu izteiksmes iesp&jams parrakstit Hilberta
problémas risinasanai €rtaka forma:

o, —io,, =0z]+Qz]+(z-z)0T]

2u(u +1iv) = xglz]- 0fz]- (2 - 2)D[2], (P1.15)
oz]=¢1z] Qlz]=oTz]

Atvasinot (P1.15) parvietojumu izteiksmi péc x iesp&jams to pierakstit ertaka forma:
2y§(u+iv):K(D[z]—Q[E]—(z—Z)CD'|z|. (P1.16)
X

Izmantojot (P1.15) un apskatot spriegumu robezvértibas, kad z—L* un pienemot, ka

Iithl y(l)'[z] =0 visiem t, nesakritosiem ar L galapunktiem[®¢™*.
lim(o,, ~ic, )=0y, ~ioy, =@ ]+ Q [t] telL, (P1.17)
lim(o,, ~ic, )=, —io, =@ []+Q’[t] teL. (PL.18)

Saskaitot un atnemot vienadibas (P1.17-18) tiek iegiitas divas Hilberta problémas:

[@-Q] —-[0-Q] =24]t] telL, (P1.19)
[@+Q] +[@+Q] =2a(t) telL, (P1.20)
kur a(t) un B(t) ir uz L definétas funkcijas:

a[t [U toy (O- +0y )] ﬂ %[O-;y Oy~ i(o-;y — Oy )]

Izmantojot (P1.6) un (P1.8) iesp&jams iegiit abus potencialus vispariga forma:
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o[z]= @ [z]+ #[z]P,, (P1.21)

Qlz]=Q,[z]+ [z]P,, (P1.22)
2] of 1 Alt]

®,[2 :gm ) (t_z);+[t]dt+2—m_ ertZ)dt, (P1.23)
2] eft] 1 Al

Qo[z]=;§ﬂi [ i Z)f[t]dt—z—m_.nmdt. (P1.24)

Konstanti PO jaizvélas tadu, lai apejot konttru apvilktu ap L parvietojumi paliktu nemainigi.

P1.2 Kompleksie potenciali dazadiem plaisas slogosanas veidiem
Turpmak tiek apskatita plaisa bezgaliga plakng, ar garumu 2a. Plaisas ass sakrit ar realo asi
(x) , pie kam plaisa atrodas intervala x =[-a ; a]. Uz plaisas malam intervala X< [b ; c] pielikti

konstanti spriegumi p*, p, s" uns, jeb:

cn,=p" oy=8" b<x<c
oc,=p o,=S b<x<c (P1.25)

+ - _ + - _ B
o, =0,=0,=0,=0 xeg[b;c]

y
p+
15
= | ]
-a 5 l a *
e

P1.1 att. Plaisa, uz kuras malam pielikti intervalos vienmerigi spriegumi

.

Sada gadijuma funkcija y[z] izsakas ka:

1
X|z|=——= (P1.26)
=
Ievietojot (P1.25) vienadojumos (P1.23) un (P1.24)
2 2
®,(z)=— 1 j ' -a dt+i_j Y (P1.27)
27Z-i4/22_a2 b t—Z 27 b(t—Z)

Q,(z)= \/7] ”tt__za F j°Ldt, (P1.28)

27 (t—2)

H :%[W +p° —i(s+ +s‘)] F :%[p+ -p —i(s+ —s‘)]. (P1.29)
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elementarfunkcijas

Formulas (P1.27-28) sastopamos noteiktos integralus
[Ref_2].

¢ dt [c—z}
J' =In ,
bt —7 b-z
un

il )

+ivz2-a? { cz_a’ }—tan‘l[ bz — 2’ }
Ja?—c?yz?—a? Ja? —b?/z2 —a?

Attiecigi potencialus @ un Q iesp&jams parrakstit forma:

0, (2) = Zz{H A[ b—gc,c;zb}rlz-ln{g}},

i o a2 eofi])
1 J~h+r«/t2 —a‘dt
a2 hr (t-z) B

Alz,a,h,r]=

\/ 2

h-r

:ﬁ[\/a —(h+r) \/a —(h-r) —z[sm h%—sn TjJr
+m{tan (h+r)z—a’ —tan™ (h—r)e—a’ )ZH

2_a?\Ja’—(h+r) V22 —a%\Ja’ - (h-

Konstante Pg izsakas ka:

_iF(l-x)
_2ﬂ0+K)C_b)

Sprieguma intensitates koeficienti plaisas galos izsakas ka:

(KI _iKn )‘

\/5 (l+ K)

(K, =K s =J%£H(Ja2 —c2 —ya? -b? —a(sinlz1 smlzj]HF Ei;g(c—b)}

[ [\/ﬁ—\/rw(sm ;DHF (1_")(c—b)}

iespejams

(P1.30)

(P1.31)

(P1.32)

(P1.33)

(P1.34)

(P1.35)

(P1.36)

(P1.37)

izteikt

Gadijuma, ja abas plaisas malas paklautas vienmeérigiem, vienadiem spriegumiem, ka tas

biitu ja spriegumi tiktu pielikti attali no plaisas:

@ofe]= Qufe] - -T2 Aofz.al.

(P1.38)

(P1.39)
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(K, —iK, )=(o" —iz" Nma

P1.2 Plaisas atvéruma formas funkcijas

Izmantojot (P1.32-33) iesp&jams izteikt plaisas atvérumu plaisai ar Skiedram.

ofz]- 0[]+ Y o' [z], (P1.40)
=°z]+ igi 2], (P1.41)

Q un @ ir potencialu funkcijas, dél j-tas Skiedras raditajiem spriegumiem uz plaisas malam,
N — Skiedru skaits plaisa un
o” —it”

D°z]= —TAO[Z, al, (P1.42)

ir potencialu funkcija gadijumam kad tiek slogota plaisa bez Skiedram.

Apskatot parvietojumu izteiksmes (P1.16) robezvertibas abas pusés liknei L, var nonakt pie

sakaribas:
2,1%A = k(@ -0 )+ (@ -a), (PL.43)
A:(u+—u‘+i(v+—v‘)), (P1.44)

Attiecigi plaisas atvéruma var izteikt, ka:

j —dt = j —dt (P1.45)

Tad plalsas atverums pie visa plaisas garuma pieliktiem vienmérigiem spriegumiem izsakas

ka:
AlX]= aA (e + ia‘ﬂp{ﬂ, (P1.46)
U [x]_ j [t]dt =v1- x? (P1.47)
Ay —A, X

ﬂo[x]: 5 == /—az_xz

Lai noteiktu plaisas atvérumu dé&| j-tas Skiedras izdevigi pienemt, ka Skiedra rada abpuséji

vienadus spriegumus intervala [x;-r ; Xj+r] , Kur X; - Skiedras atrasanas vieta uz plaisas ass, r —
Skiedras radiuss.

A=A

Ax,a,h,r]= >

(PL.47)
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y—>0 \/Zz_az\/az_ pz az_xz\/az_ pz

ﬂ[x,a,h,r]:ﬁ{\/az_(h+r)z —\/az—(h—r)z _

2 2
lim tan™ pz—a == Fi tanh{ px-2a }

- x(sin‘1 R+T it u)} -~ (P1.48)
a a
—tanh*'W [5 —h+rT—t Tw F _h—r} l
a a la’ a
Plaisas atvérums dél j-tas Skiedras izsakas ka
. Xir
Alxl=aA(cf +icf |22 L P1.49
B=anfef +io b X5 P19
1 X
U.[¢mp]= —E_ji[t,a, h, rldt (P1.50)

U (&n.p)= 1{\/12 2lsin [y — p]-siny + pll+ S tanh 2w, [, - o] ] (PL51)

— £tanh” BN e+ oI+ (- p)I0lQ, [£.7 - £] - (2 + ) ln\Qf[f,Mp]}
Wf[f,ry]: e 1 '

J1-n2 1= &2
C1-&p+1-nP1-&7
Q; [65177]—
(7-¢) , (PL.53)

NepiecieSamie noteiktie integrali

(P1.52)

[ 2lt.a,hrldt=2[1, + 1, —r]-1,[h+ ], (P1.54)

=(\/a —(h+r) \/a ~(h—r )[sm —+ } [\/aj(sm‘l l |‘1h;rj(Pl-55)

| (p)=j tanh™ [\/7 — ] % 2+ xtanh- { f[{):1,:::]}—
1_(%)2% 1- 72 V X\/ﬁ p % 1-7*
2(1 %j % m aj ’ (T+1) 1_(%)2 Lr-p

................... (P1.56)
P2 Integralvienadojuma, ar linearu saiti atrisinajums
Dots vienadojums (P2.1) funkcijai ¢(x) :
Ajb:ﬂdt =B HO X+ [OX At (P2.1)
a _X a

H® [x] un ¢[x,t] ir zinamas, nesingularas un intervala [a,b] integréjamas funkcijas ,A un B ir
zinamas konstantes.
Vienadojumu iesp&jams atrisinat ieviesot kompleksa mainiga potencialu ®@:
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ofz)= = jb A g (P2.2)

at—z
Izmantojot Plemela formulas iesp&jams izteikt funkcijas @ robezvertibas:

el L p
) [X]—iz¢[x]+ > Lt_xdt, (P2.3)
un, ievietojot vienadojuma (P2.1) tiek iegiita Hilberta probléma ar integralo operatoru
(Aiz - L )" +(Aiz+L )0 =B-H"[X], (P2.4)
L[f]= [ cx t]f [t (P2.5)

Piepemot, ka LC[ i —CD‘] ir pa likni integréjama funkcija ievie§ jaunu kompleksa mainiga

potencialu Q defingjot to ar Hilberta problému

Q' +Q =LJo -0 (P2.6)

Vienadojuma (P2.6) atrisinajumu, potencialu Q iesp&jams izteikt izmantojot izteiksmi (P1.7)
7IX]pL o -0 ]t]

Q= dt+ 4 , P2.7
el s A F27)

Seit A, [Z] ir polinoms ar kartu n, gadijuma ja Q2 — 0 |Z| — o, 4, [Z] =const=0 .

Ievietojot (P2.6) izteiksme (P2.4)

piz(@ + 0 )+ Lo —o|=[Aiz0-Q] +[Ai0-Q] (P2.8)
,un izmantojot (P1.7)

oo 22 p B-H
AiZD -0 =2 [ (t_Z)Z+[t]dt+Pn[z];([z]. (P2.9)

Po[z] ir polinoms ar kartu n, gadfjuma ja Aiz®-Q-—>0 |z]—>o, P, (z)=const=0.

Ievietojot izteiksmi (P2.7) izteiksmé (P2.9)

oL, |O" - @ [z]» B- Hb[t

Al = Z I [ z] 2,,1[ ]dt+Hn[Z]z[Z] (P2.10)
Hn[z]= Pn[ ]_ﬂ’n[z]' (Ple)
Izmantojot (P2.2) un (P2.3) iespgjams izteikt funkciju ¢[t].

oglt] o Llgl o1
2m at—z 277 AI )f[t]dt 2]+ Aiﬂﬂn[t]z[t], (P2.12)

__ 2] Bt]
vlzl- 27z2Aja(t—z)Z+[t]dt' (P2.13)

Nemot veéra, ka abi integrali ir nesingulari integréanas kartibu var mainit vietam[Chakev Boundary

value problems]
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I:(t % {[”Mfdf}d f¢]{j dr}dt

Pienemot, ka abi potenciali ® un Q ir izztidosi bezgaﬁbﬁ IT, [Z]: const =0, un

integraloperatora L¢ kodols c[x;t] ir atdalams izteiksmi (P2.12) iesp&jams vienkarSot

c[x,t]ziun[x]vn ], (P2.14)

27z1j ¢t] 2 2 Zjb‘/“]" ]{I 4 df}dtw[] (P2.15)

Z

IevieSot apzZim&jumus

@ ﬂle ['olth tlet, (P2.16)
_ b ui(T)

z]= ;([Z]L—(T_Z)Z+(T)dr. (P2.17)
Nonak pie sakaribas:

ij dt+2a,w, z]=yz] (P2.18)

Izmantojot Sohocka-Plemela formulu

v =t Lo ﬁ%dugai L], (P2.19)

un apziméjot

v -y =g,[x]. (P2.20)

iespejams izteikt funkciju D(x)

[X] ¢5 Z(x [a) — o, IX (P2.21)

Ievietojot izteiksmi (P2.21) konstanSu o; izteiksmés (P2.16) iegiist N vienadojumu sistému,
kuru atrisinot tiek pilnigi noteikta funkcija ¢[x].

Ja funkciju c[x,t] nav iesp&jams atdalit atrisinajumu iesp&jams izteikt, gadijuma ja izpildas
nosacijums

lim [ gft [z tlot - yILrRJ:¢(t)N[z,t]dt = [ g -w-]x tht

y=0+ (P2.22)
v cft,s]
Wiz t]|= y|z]| — =50t (P2.23)
0=
Pienemot, ka vienadiba (P2.23) ir spéka tiek iegtits Fredholma integralvienadojums funkcijai
o[x].
[x]=¢ ZA [Colthw - —w-]x,that (P2.24)
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Sada vienadojuma risinaSanas papémieni ir labi zinami un to sarezgitibu nosaka

funkcijuW ™ —W ™ un ¢p[x] forma.
P3 Integralvienadojuma, ar N-tas kartas saitém atrisinajums

Dots vienadojums (P3.1)

M ‘ K
AJ- L L dt=B- Hb[x]+ZH X, xj)> ¢/ {[a’¢[t]dt} (P3.1)
j=1 k=1
Izmantojot izteiksmi (P2.2) vienadojumu (P3.1) var parrakstit forma
N Kk
Azi(®* +® [x]=B-H" +ZH°xx12ck{[ (@ @)[t]dt}, (P3.2)
j=1
r ol 4
P3.
- j (P3.3)

Vienadojumu talak iesp€jams risinat ievieSot kompleksa mainiga potencialus ;...

1zziidoSus bezgaliba, un uzdodot tos ar Hilberta problémam (P3.4)

N . K
O +Q; =Y H[x,x, {[ (o —@‘)[t]dt} k=1.M . (P3.4)
i1
Attiecigi potenciali Q;... Q izsakas, ka
JHelex, {[ (@ - Itdt}
Q a
L =t
2z]=+a=2)z-b)

Ievietojot (P3.4) vienadojuma (P3.2) iegiist Hilberta problému

dr, (P3.5)

(AM)—%QJ{AM@—%QJ =B-H"[x], (P3.6)

k=1

kuras atrisinajumu var izteikt izmantojot izteiksmi (P1.7)

AZid|z ;Qk Z [Z] j (tB_'ZH)ZEt[]t ]dt (P3.7)
Ievietojot izteiksmi (P3.5) izteiksmé (P3.7)

3 ] & H g {[ (o —CD‘It]th )
o] Z;ZEZAJZ:;L (r—z))f[r] dr=yle], (P3.8)
un apzimgjot

__ 2] p_BH[{]
vle]= 271'2ALl (t- Z);(*[t]dt ' (P3.9)

Izmantojot (P1.7-8) iesp&jams izteikt funkciju @[t]

Qy,
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1 ¢
T

af—Xx

dt+é£}fl%ckjﬁ;[ﬂ{[ at] dt}kdr_y/[z] (P3.10)

X
Nemot véra, ka j : ¢[t]dt = const, to var iznest pirms integrala zimes
a

Ll TSN " _

Z—ﬂf_at_[ld“r ZEZAZ;@,-[Z];CK(%)* =ylz], (P3.11)

a = gltdt , (P3.12)
® Hc[r,x

P&c Sohocka-Plemela formulas izsakot y robeZzvertibas

+ 1 1 ¢ 1 L + ) i Kk
z//[x]=iE¢[x]+2—ﬂiLt¢_[t)](dt+ L Soibdyclle) (P3.13)

un apskatot to starpibu iesp&jams izteikt funkciju @[x]

1 N M i "
=45 2o b el (3.14)
dolX]=v" -y (P3.15)
o[x]=0"-6" (P3.16)

Ievietojot izteiksmi (P3.14) izteiksmé (P3.12) iegiist N, M-tas kartas polinomu vienadojumu

sist€ému, kuru atrisinot tiek pilnigi noteikta funkcija @(x).
P4 Integralvienadojuma, ar nelinearu saiti atrisinajums

Dots vienadojums funkcijai ¢[x],
Aj¢ dt=B-H" ZH x]-g,[f,], (P4.1)

f;=c[ " glthat, (P4.2)
kur A, B, ¢ - zinamas konstantes un H[x,x], g[f] un HP[X] — zindmas nepartrauktas

dgJ d d'g;

funkcijas, pie kam 3—
df — df

Apskata vienadojumu (P4.1) pie divam dazadam B vértibam B un B'=B+dB:

Aj ud P dt=B-H® +iH xx J-g,[f,] (P4.3)
Aj:i—t)(dt:B’-Hb[x]+in[x,xj]-gj[fJ,} (P4.4)
f, =c[" gltht (P4.5)
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Atpemot (P4.3) un (P4.4) tiek iegiits vienadojums funkcijas ¢[x] izmainai parametra B

izmainas rezultata.
Aj¢ g - e Hb[x]+ZH [x,xj]{g gj[fj]}. (P4.6)

Funkciju g, [ f, }Var izvirzit Teilora rinda ap punktu f;:

gj[fji = gj[fj]+§:5§fj [fj][fj, . fj) : (P4.7)

= k!
levieSot apzim&jumu ¢'[x]—#[x]= 5¢[x] un pemot vera, ka f j’ -f,=c j Sgltldt (P4.6) var

parrakstit, ka

Aj‘%[tx]dt ZH [x,xj k dfk [ j dlt dt} [c | 5¢[t]dtjk. (P4.8)

Izmantojot (P3.14) vienadojuma (P4.8) atrisinajums ir

[x]_— s [+ S 0 )DL d'g, { j¢ dt} (6a, )k} (P4.9)

SR g

a; = CT(;ﬁ[t]dt (P4.10)
= CT5¢[t}dt (P4.11)

50, [x] =a5y/+ — Sy~ (P4.12)
Sy, [2)=-oB- 7z I i b)[x][t] (P4.13)
0,[x]=0%-0; : (P4.14)
T [t % ] (P4.15)

a

P5 Skiedras sprieguma funkcijas konstantes

Skiedru speku atkaribu no plaisas atvéruma var novértst apskatot divu koaksialu cilindru
sisttmu. Pienemot, ka centralaja cilindra (Skiedra) un ar§ja (matrica) darbojoSies spéki ir
konstanti attieciba pret radialo koordinati un apskatot Iidzsvara nosacijumus uz cilindru saskares
virsmas, nonak pie sakartbaml"e-3l:
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aT, dT,
=— =2t
dz dz , (P5.1)
du, Tf v, .
= - q
dz ar’E, E (P5.2)
du,, i1, 2V, .
dz  ar’Em Em (P5.3)

Tm un Ty ir attiecigi stiepes speki matrica un Skiedra, jeb

P
f _7Zr2
o-m
m:m,

kur of ir spriegums $kiedra un o, ir vid&ja sprieguma vértiba ar¢ja (matricas) cilindra, jeb

2 R
Om ZTIUm(P,Z)'P'dP-

R2
Z
LS S .
Tm
T'I'
|
0
R
-ﬂ—lr—h—
2R

P5.1 att. S'[ciedras un matricas cilindrs, uz tiem darbojosies spéki
Spriegums q* ir papildus spriegums radiala virziena, kas rodas dé] dazadajam skiedru un

matricas deformacijam §lgérsvirzienﬁ[REf—3]:

* 1 (avaf _yvamJ
2
™ e , (P5.4)
kur @, =all—v, )+1+v, +2y un a= E./E:.

Bides spriegumus starp Skiedru un matricu t izraisa tikko pieminétais spriegums q*, ka art

paliekosais spriegums (o, kas radies razoSanas procesa un var tikt uzskatits par konstantu.
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r=pld,-0") (P5.5)
Izmantojot (P5.1), (P5.4) un (P5.5) un robeznosacijumus

Ty (0) =P
T,(0)=0

iegtst 2 diferencialvienadojumu sist€ému, kuras atrisinajums ir:

(ek‘)’1Z —1XP05Vf - 721'2q0a)2)

T.(2)= , (P5.6)
av, +yv,
T.(2)=P-T,(2) (P5.7)
kur kozw un lzzi
, r

Talak izmantojot (P5.2-3) apskata parvietojumu starpibu starp Skiedru un matricu

o=U; —U,:
LN
* i b -] (P5.8)

Pielietojot robeznosacijumu o (I ) =0, un ievietojot z=0 iegust:

5=Ao, ar? +B, (P5.9)

a(—vf (a + }/)— koyflxl(vf -V, )+ 2k02vfa)0 + eyt (a +y- 2k02a)0))
mel(avf +7vm)
do (M(avf + 7V )+ , (1— gk XZ(O(Vf + 7V )2 - (a + 7)&)2 ))

= P5.11
% mei(ozvf + 7V )2 ( :

A, = (P5.10)

Sakariba (P5.9) turpmak tiek izmantota lai aprakstitu Skiedru sprieguma atkaribu no plaisas
atvéruma.

Kad plaisas atvérums un lidz ar to ar1 spriegums Skiedra sasniedz noteiktu vertibu (opg) sakas
Skiedru-matricas atslanosanas. Atslanosanas turpinas lidz tiek sasniegta Skiedras stipriba vai ari
Skiedra ir pilniba atdalijusies no matricas. Maksimalais spriegums (& ) bridi kad $kiedra pilniba
atdalas no matricas ir atkarigs no paliekosa sprieguma qo, ka ar1 Skiedras un matricas materialu

konstantém. Izmantojot literattira atrodamos rezultatus!’);

7(1_2kovm)
E-G. |1
, f 'C[ +ail—2k0vfi

Too = r(l—2k0vf)

, (2.3.12)

Jo

av;,

o=

,, (2.3.13)

Atslanosanas spriegums op atkariba no atslanota skiedras garuma 1 tad izsakas, ka:
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(6 =00,) C, (2.3.14)

O~ =0 —
D =rom okt _q 4 C)

ave + v,

av, {1_'_ y(l_ZKOVm)]

all- 2K,V )

kur C =

Gadijuma ja paliekoSais spriegums o ir mazaks par kadu robezvertibu qin, Skiedru matricas

1 So spriegumu iesp&jams novertet

atslanoSanas process notiek pie konstanta sprieguma
pielidzinot sakotngjo atslanosanas spriegumu 6pg maksimalajam atslanoSanas spriegumam Gpm:

av

Oy, = Opo- (P5.15)

W,
Ja starp Skiedru un matricu nedarbojas berze, tad A=0 un p&c (P5.14) konstantais atslanosanas

spriegums ir opo. Sada gadijuma izteiksmi (P5.9) var vienkarsot:

5o lo, (a)z —2v, (avf + 7V ))

P5.16
£, o (P5.16)
Atslanotais garums atkariba no pielikta sprieguma izsakas ka:
O¢—0py | 1
I=In1+—— . (P5.17)
C (O' -0, ) koA
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