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APRĒĶINOS IZMANTOTIE LIELUMI UN TO APZĪMĒJUMI 

σ normālais spriegums 
τ bīdes spriegums 
Ef šķiedru elastības modulis 
Em matricas elastības modulis 
Δy plaisas atvērums stiepē 
Δx plaisas atvērums bīdē 
l/d šķiedru garuma-diametra attiecība 
μ matricas bīdes modulis 
κ Kolosova parametrs 
Vf šķiedru relatīvā tilpuma daļa 
ub  berzes koeficients starp šķiedru un matricu 
νf šķiedru Puasona koeficients 
νm matricas Puasona koeficients 
GIc šķiedru matricas interfeisa kritiskais enerģijas atbrīvošanās ātrums 
σf

* šķiedru stiprība stiepē 
l0 sākotnējais šķiedru atslāņošanās garums 

Aprēķinos izmantotie lielumi 

Parametrs Vērtība 
Ef 200 GPa 
Em 20 GPa 

Vf 3% 

νf 0.3 

νm 0.2 

ub 0.35 

r 0.5 mm 

σf
* 250 MPa 

l/d 210 

GIc 1.1 N/m 

σf
* 250 MPa 
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1. PLAISA AR VIENĀ VIRZIENĀ ORIENTĒTĀM ŠĶIEDRĀM 

1.1 Dislokāciju metode plaisai bezgalīgā plaknē 

1.1.1 Metodes apraksts 

Dota plaisa bezgalīgā plaknē, x ass intervālā [a ; b], slogota ar spriegumiem σ[x] un τ[x]. 

 
Attēls 1.1 Plaisa bezgalīgā plaknē, slogota ar spriegumiem σ un τ. 

Spriegumi punktā (x,0), ko rada uz x ass punktā t novietota dislokācija ar Burgersa vektoru 

(bx,by)  
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Plaisas atvērumu un sprieguma intensitātes koeficientu iespējams noteikt uz x ass intervālā [a 

; b] izvietojot dislokācijas ar blīvuma funkcijām [ ]
x
bxD x

x ∂
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∂
= . Šāds dislokāciju 

izvietojums punktā (x,0) rada spriegumus 
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Plaisas malas ir brīvas no spriegumiem , tātad 

[ ] [ ] 0=+ xxD σσ , (1.1.5) 

[ ] [ ] 0=+ xxD ττ . (1.1.6) 

Pielīdzinot izteiksmes (1.1.3-4) uz plaisas malām uzdotajiem spriegumiem tiek iegūta divu 

singulārintegrālvienādojumu sistēma  
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[ ] [ ]xdt
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tD
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a

y σ
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1  (1.1.7) 

[ ] [ ]xdt
xt
tD

A

b
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x τ
π

=
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0

1  (1.1.8) 

Sistēmas atrisināšanai nepieciešams zināt funkcijas σ[x] un τ[x]. 

Zinot funkcijas Dx[x]un Dy[x] iespējams izteikt plaisas atvērumus Δx[x], Δy[x] un sprieguma 

intensitātes koeficientus KI, KII. 

[ ] [ ]∫−−=∆
x

a yy dttDx  (1.1.9) 

[ ] [ ]∫−−=∆
x

a xx dttDx  (1.1.10) 

[ ]xDaxK yaxaxI ⋅−=
→= lim  (1.1.11) 

[ ]xDxbK ybxbxI ⋅−=
→= lim  (1.1.12) 

[ ]xDaxK xaxaxII ⋅−=
→= lim  (1.1.13) 

[ ]xDxbK xbxbxII ⋅−=
→= lim  (1.1.14) 

1.1.2 Risinājums lineārām šķiedrām 

Ja plaisu, kurai attāli pielikti vienmērīgi spriegumi τ∞ un σ∞, kopā satur Nf plaisai 

perpendikulāri orientētas šķiedras, kuru spriegumus ar plaisas atvērumu saista funkcija σf[δ], tad 

vienādojumos (1.1.7-8) iespējams izteikt spriegumus σ[x] un τ[x] : 

[ ] [ ] [ ][ ]∑
=

∞ −=
fN

j
j

f
jj

f xxxHx
1

, δσσσ , (1.1.15) 

[ ] ∞=ττ x . (1.1.16) 

Konstantes xj atbilst šķiedru pozīcijām uz plaisas ass. Funkcija δ[x] vienāda ar pusi no 

plaisas atvēruma punktā x, un funkcija Hf[x,xj] apraksta punktā xj esošās šķiedras ietekmi uz 

plaisai pielikto spriegumu punktā x. Hf[x,xj] tiek uzskatīta par zināmu un atkarīga no veida kādā 

šķiedru spriegumi tiek pielikti plaisas malām (koncentrēti spēki, intervālos konstanti spriegumi 

u.c.). 

[ ] [ ]∫
−

−=
x

a
y dttDx

2
1δ  (1.1.17) 

Ievietojot izteiksmes (1.1.15-16) vienādojumos (1.1.7-8)  
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Redzams, ka perpendikulāri plaisai orientētām šķiedrām funkcija Dx (līdz ar to arī KII) nav 

atkarīga no šķiedru izvietojuma un parametriem. Tādēļ turpmāk tiek pieņemts, ka plaisa tiek 

slogota tīrā stiepē (τ∞=0). Pieņemot, ka šķiedru spriegumus ar plaisas atvērumu saista lineāra 

funkcija [ ] f
j

f
j

f
j BA += δδσ  ,(1.1.18) var uzrakstīt kā 
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Pieņemot, ka j-tās šķiedras spriegums tiek vienmērīgi sadalīts intervālā [xj-r ; xj+r] , kur r – 

šķiedras rādiuss, funkcija Hf[x,xj] izsakās kā 
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Attēls 1.1.2 J-tās šķiedras radītie spriegumi uz plaisas malām. 

Tad (1.1.20) atrisinājums plaisai, kura atrodas intervālā [-a ; a ] un kuru satur kopā Nf 

lineāras šķiedras, kuras iedarbojās uz plaisu ar intervālos vienmērīgiem spriegumiem ir* 
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Ievietojot (1.1.22) izteiksmē (1.1.23) tiek iegūta Nf vienādojumu sistēma nezināmajiem αj 
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* Sk. pielikumus P1 un P2 
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1.1.2 Salīdzinājums ar kompleksa mainīgā metodi lineārām šķiedrām 

Ja plaisu satur kopā tikai viena šķiedra punktā h (x1=h), tad spriegumu šķiedrā iespējams 

izteikt analītiski 

( )
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Izmantojot (1.1.23) un izteiksmi spriegumam šķiedrā: 
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Pārbaudes nolūkos šīs pašas izteiksmes iespējams iegūt izmantojot ar komplekso potenciālu 

metodi iegūtos atrisinājumus*. Izmantojot (1.1.30-31), (P1.44), (P1.46) un (P1.49) un plaisas 

atvērums pie šķiedras (x=h) izsakās, kā 

[ ] f
faAaAh υσυσδ 0002 += ∞ . (1.1.30) 

Tālāk iespējams izteikt spriegumu šķiedrā un attāli no plaisas pielikto spriegumu σ∞. 

[ ] f
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f
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f
j BA += δδσ  (1.1.31) 
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Kā redzams ar abām metodēm iegūtās izteiksmes sakrīt. 

                                                 
* Sk. pielikumu P1 
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1.2 Plaisa, kuru satur kopā viena nelineāra šķiedra 

1.2.1 Spriegums šķiedrā 

Vispārīgā gadījumā spriegumu šķiedrā ar plaisas atvērumu saista nelineāra sakarība. 

Nelinearitātes iemesli var būt dažādi (šķiedru matricas atslāņošanās, plastiskās deformācijas 

šķiedrā u.c.), un katram no tiem iespējams piemeklēt funkciju σf[δ]. 

 
Attēls 1.3 Kvalitatīva šķiedras sprieguma σf atkarība no plaisas atvēruma δ ņemot vērā šķiedru matricas 

atslāņošanos un šķiedras izraušanos. 

Lai aprakstītu vispārīgo gadījumu var pieņemt, ka pie mazām plaisas atvēruma vērtībām σf[δ] 

būs lineārā funkcija, un nelinearitāte sāks izpausties tikai sasniedzot kādu kritisko sprieguma 

vērtību σk. Ja aprakstot šķiedru tiek ņemti vērā vairāki efekti, kur katrs no tiem kļūst nozīmīgs 

pie citas sprieguma (plaisas atvēruma) vērtības, tad spriegumu šķiedrā vispārīgi var pierakstīt 

formā (1.2.1) 

 [ ] ( )
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ff
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Viens no iespējamajiem variantiem atrodams apskatot šķiedru-matricas atslāņošanos un 

šķiedras izraušanos no matricas. Pieņemot, ka atslāņošanās process sākas spriegumam šķiedrā 

sasniedzot vērtību σD (atvērumam sasniedzot vērtību δD) un maksimālais atslāņošanās spriegums 

ir σ~  (1.2.1) var pierakstīt, kā 
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σR[δ] ir šķiedras izraušanas spriegums pēc pilnīgas šķiedru-matricas atslāņošanās un funkcija 

fσ[δ] raksturo līknes formu intervālā [ ]δδδ ~;D∈ , pie kam 

[ ] [ ] [ ]δδδδσ
~;1;0 Df ∈∈ . (1.2.3) 

Izmantojot dažādas funkcijas σR[δ] un fσ[δ] iespējams aprakstīt dažādu šķiedru uzvedību 

izraušanās laikā (atslāņošanās bez berzes, ar berzi u.c.). 

Spriegumu σD un σ~  novērtējumi pieejami literatūrā[Ref_3]. 

1.2.2 Analītisks atrisinājums 

Izmantojot (1.1.30) un (1.1.26-27) iespējams aizklātā formā izteikt spriegumu šķiedrā 

atkarībā no plaisas atvēruma, gadījumam kad stiepē slogotu plaisu satur kopā viena nelineāra 

šķiedra novietota punktā (x=h) 

[ ] [ ][ ] f
f haAaAh υδσυσδ 0002 += ∞ . (1.2.4) 

Attiecīgi tālu no plaisas pieliktais spriegums σ∞ izsakās, kā 

[ ] [ ][ ]
00

02
υ

υδσδ
σ

aA
haAh f

f−
=∞ . (1.2.5) 

Izmantojot (P1.36-37) sprieguma intensitātes koeficienti abos plaisa galos izsakās, kā 

[ ] 
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axI ,
π
σσπδ  (1.2.6) 

[ ] ( ) ( ) [ ] [ ]( )ρηρηρηρηρη +−−+




 −−−+−±= −−± 1122 sinsin11,k  (1.2.7) 

Šādi, izmantojot (1.2.2) un (1.2.5) iespējams parametriski iegūt sakarību KI[σ∞]. 
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Attēls 1.4 Augšā: Šķiedras sprieguma atkarība no plaisas atvēruma. Apakšā: Sprieguma intensitātes koeficienta 

atkarība no plaisai pieliktā sprieguma pie h=0.  

1.2.3 Skaitlisks atrisinājums, ar dislokāciju metodi 

Šādu situāciju iespējams modelēt arī izmantojot dislokāciju metodi, izmantojot sakarību 

(1.1.15) 

[ ] [ ] [ ][ ]hhxH
xt
ttD

A
ff

b

a

y δσσ
π

,1
0

−=
−

∞∫  (1.2.8) 

Vienādojumu (1.2.8) nav izdevies atrisināt analītiski, bet tam iespējams iegūt skaitlisku 

atrisinājumu ar pielikumos P3 un P4 aprakstītajām metodēm. Izmantojot (P.4.9-15): 
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[ ]∫−=
h

a
y dttD

2
1α  (1.2.11) 

[ ]∫−=
h

a
yy dtDtD ,

2
1 δδα  (1.2.12) 

Kā redzams lai aprakstītu funkciju δDy[x] nepieciešams vienādojuma (1.2.8) sākotnējais 

atrisinājums D0[x]. Ņemot vērā kā funkcija σf[δ] pie mazām δ vērtībām ir lineāra, iespējams 

izmantot izteiksmes (1.1.32) un (1.1.22) lai noteiktu funkciju D0[x] 

[ ] [ ] [ ]{ }rhaxxAxD f
y ,,,, 00

00 λσσλ
π
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+
=  (1.2.14) 

Pieņemot, ka M=1 (σf[δ] tiek izvirzīta Teilora rindā līdz pirmās kārtas atvasinājumam), 

(1.2.10) izsakās, kā 
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[ ] [ ] [ ] [ ]
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DxD
f
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2
, 0
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Ievietojot (1.2.15) vienādojumā (1.2.12)  

[ ]
[ ][ ]

δσ
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D
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D

0
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[ ] { }f
f

y
aA

D υσσυ
π

α += 0
0  (1.2.17) 

[ ][ ] [ ]∑+= yy

f
ff DD

d
d δαα
δ
σσσ 0  (1.2.18) 

1.2.4 Šķiedras sprieguma funkcijas formas ietekme 

 

 

 

Attēls 1.5 Augšā: Šķiedras sprieguma atkarība no plaisas atvēruma. Apakšā: Sprieguma intensitātes koeficienta 

atkarība no plaisai pieliktā sprieguma pie h=0.  

Kopumā nelineāro efektu dēļ nepieciešams lielāks plaisas atvērums lai sasniegtu kādu 

šķiedras sprieguma vērtību. Tā dēļ šķiedru ietekme uz Sprieguma intensitāti mazinās. 
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Attēls 1.6 Augšā: Šķiedras sprieguma atkarība no plaisas atvēruma. Apakšā: Sprieguma intensitātes koeficienta 

atkarība no plaisai pieliktā sprieguma pie h=0.  

Kā redzams gadījumā ar vienu šķiedru nelineārās daļas ietekme nav ļoti būtiska. Tomēr 

jāņem vērā, ka plaisai ar vairākām šķiedrām svarīgu lomu spēlēs nevis sprieguma forma, bet tās 

izmaiņas izsaucošie efekti (atslāņošanās un izraušanās). 

1.3 Plaisa, kuru satur kopā vairākas nelineāras šķiedras 

1.3.1 Apraksts 

Izteiksmes (1.2.9-11) var viegli modificēt izmantošanai gadījumam ar vairākām šķiedrām. 

Vispārīgi ja plaisu satur kopā vairākas nelineāras šķiedras ,noteicošais vienādojums ir 
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Atkārtoti izmantojot (P.4.9-15): 
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jyy d

d
k

rxaxxADxD
f

11
0

0

!
1,,,, δαα

δ
σ

λλσ
π

δ  (1.3.2) 

[ ]
















+








=−= ∑∫

=

∞

−

fj N

i

f
j

ij
f

j
x

a
yj a

r
a
x

a
x

U
a
x

UaAdttD
1

0
0 ,,

22
1 σσα  (1.3.3) 

[ ] [ ]( )
















+








=−= ∑ ∑∫

= =

∞

−

fj N

i

M

k

k
ii

f
iij

f
j

x

a
yyj d

d
ka

r
a
x

a
x

U
a
x

UaAdtDtD
1 1

0
0

!
1,,

2
,

2
1 δαα

δ
σ

δσδδα  (1.3.4) 

[ ]( )∑
=

+=
M

k

k
jj

f
jf

j
f
j d

d
k1

0, !
1 δαα

δ
σ

σσ  (1.3.5) 



 12 

Gadījumā ja funkcijas σj
f[δ] tiek izvirzītas Teilora rindā līdz pirmās kārtas atvasinājumam 

(M=1): 

[ ] [ ]
















+








=−= ∑∫

=

∞

−

fj N

i
ii

f
iij

f
j

x

a
yyj d

d
a
r

a
x

a
x

U
a
x

UaAdtDtD
1

0
0 ,,

2
,

2
1 δαα

δ
σ

δσδδα  (1.3.6) 

Ja M>1 noteicošā vienādojumu sistēma vairs nav lineāra, un parādās papildus grūtības to 

atrisināt, tādēļ turpmāk tiek izmantots gadījums ar M=1. 

1.3.2 Piemēri  

K[σ∞]
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1.7 Attēls Sprieguma intensitātes koeficienta atkarība no plaisai attāli pieliktā sprieguma. Šķiedru spriegumu 

atkarība no plaisas atvēruma tāda pati kā 1.4 augšējā attēlā. 
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1.7 Attēls Sprieguma intensitātes koeficienta atkarība no plaisai attāli pieliktā sprieguma. Šķiedru spriegumu 

atkarība no plaisas atvēruma lineāra. 
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2. PLAISA AR HAOTISKI ORIENTĒTĀM ŠĶIEDRĀM 

2.1 Dislokāciju metode plaisai slogotai ar stiepes un bīdes spriegumiem 

2.1.1 Metodes apraksts 

Plaisu kopā saturošās šķiedras nav perpendikulāras plaisas asij, tad tās iedarbojas uz plaisu 

arī ar bīdes spriegumiem. Pieņemot, ka j-tā šķiedra ar y-asi veido leņķi φ un zināma sakarība 

starp spriegumu uz šķiedras ass Sf un plaisas atvērumu, iespējams izteikt šķiedru radītos 

spriegumus: 

[ ] [ ] φφδφδσ 2cos,, ff S= , (2.1.1) 

[ ] [ ] φφφδφδτ sincos,, ff S= . (2.1.2) 

Ņemot vērā šķiedru radītos spriegumus vienādojumus (1.1.18-19) var pārrakstīt formā: 

[ ] [ ] [ ][ ]∑∫
=

∞ −=
−

fN

j
jjy

f
jj

f
b

a

y xxxH
xt
ttD

A 10

,,1 φδσσ
π

 (2.1.3) 

[ ] [ ] [ ][ ]∑∫
=

∞ −=
−

fN

j
jjy

f
jj

f
b

a

x xxxH
xt
ttD

A 10

,,1 φδττ
π

 (2.1.4) 

2.2 Plaisa ar lineārām šķiedrām 

2.2.1 Telpiskās orientācijas ietekme uz šķiedru spriegumiem 

Lai aprakstītu šķiedru orientācijas ietekmi espējams izmantot vienkāršotu empīrisku 

sakarību, kas saista spēku plaisas asij perpendikulāri orientētā šķiedra (φ=0) ar spriegumu 

patvaļīgi orientētā šķiedrā[Ref_4]: 

[ ]
[ ]

φ

δ
φδ fe

P
P

=
0

,  (2.1.5) 

Šeit P0[δ] – spēks uz plaisas asij perpendikulāri orientētas (φ=0) šķiedras ass, pie plaisas 

atvēruma δ, P[δ,φ] – spēks uz leņķī φ (starp šķiedru un y asi) novietotas šķiedras ass, pie plaisas 

atvēruma δ un f – proporcionalitātes koeficients. 

Izsakot spriegumu uz šķiedras ass, atkarībā no leņķa φ un atvēruma δ: 

[ ] [ ] φδφδ ff eSS 0, =  (2.1.6) 

Ievietojot (2.1.6) vienādojumos (2.1.3) 

[ ] [ ] [ ][ ]∑∫
=

∞ −=
−

f
j

N

j
j

f
jyj

f
b

a

y exSxxH
xt
ttD

A 1

20

0

cos,1 φδσ
π

φ  (2.1.7) 

[ ] [ ] [ ][ ] jj
f

N

j
jyj

f
b

a

x j
f

exSxxH
xt
ttD

A
φφδτ

π
φ sincos,1

1

0

0
∑∫
=

∞ −=
−

 (2.1.8) 
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Jāņem vērā, ka bīdes deformāciju ietekmē šķiedras nolieces leņķis φ tiek izmainīts. 

[ ]yx δδδφδφ ,=  
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PIELIKUMI 

P1 Kompleksa mainīgā metode 

P1.1 Kompleksa mainīgā funkcijas 

Izmantojot funkciju φ(x), integrējamu pa x asi intervālā [a ; b] iespējams ieviest kompleksa 

mainīgā (z=x+iy) potenciālu Φ[z], analītisku visā plaknē un izzūdošu bezgalībā. 

[ ] [ ]
∫ −

=Φ
b

a

dt
xt

t
i

z φ
π2
1  (P1.1) 

[ ] ∞→→Φ zz 0  (P1.2) 

Ar Sohocka-Plemeļa formulu iespējams izteikt potenciāla Φ[z] robežvērtības, kad z tiecas uz 

x asi no vienas un no otras puses 

[ ] [ ] [ ]
∫ −

+±=Φ± b

a
dt

xt
t

i
xx φ

π
φ

2
1

2
1 , (P1.3) 

[ ]iyx
y

+Φ=Φ
±→

±

0
lim . (P1.4) 

Apskatot šo robežvērtību starpību tiek iegūta Hilberta problēma (P1.5) kuras atrisinājums 

izsakās pēc Sohocka-Plemeļa formulas, kā: 

[ ]xφ=Φ−Φ −+ , (P1.5) 

[ ] [ ]
∫ −

=Φ
b

a
dt

zt
t

i
z φ

π2
1 , (P1.6) 

Gadījumā, ja Hilberta problēmā uzdota potenciāla robežvērtību summa, tad atrisinājumu 

iespējams izteikt ar palīgfunkciju χ[z]. 

( )xφ=Φ+Φ −+ , (P1.7) 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ] [ ]zzPdt

txt
t

i
zz

b

a
χ

χ
φ

π
χ

+
−

=Φ ∫ +2
 (P1.8) 

[ ] ( ) ( ) 2
1

2
1

−− −−= azzbzχ , (P1.9) 

Funkcija χ[z] ir apmierina vienādojumu (P1.10). 

0=+ −+ χχ , (P1.10) 

( ) [ ]zz
y

χχ
0

lim
±→

± = , (P1.11) 

1−=−

+

χ
χ . (P1.12) 
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P1.2 Kompleksa mainīgā metode plaknes uzdevumam 

Plakanisku deformāciju (pārvietojuma vektors atrodas xy plaknē) vai plaknes 

spriegumstāvokļa gadījumā (ja visas sprieguma tenzora komponentes, kas satur z koordināti 

vienādas ar 0) spriegumu un pārvietojumu komponentes iespējams izteikt ar diviem analītiskiem 

kompleksa mainīgā potenciāliem[Ref_1]: 

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )

( ) [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]zzzz

zzivu
zzzi

zz

xyxxyy

xyy

ψφ
ψκφµ

σσσ
σσ

′=Ψ′=Φ
Φ++=+
Ψ+Φ′=+−

Φ+Φ=+

2
22

2

. (P1.13) 

Šeit ar pārsvītrojumu tiek apzīmēts kompleksi saistītais mainīgais iyxz −=  un [ ] [ ]zfzf = . 

Ar šādiem potenciāliem noteiktie pārvietojumi būs precīzi līdz cieta ķermeņa pārvietojumam. 

Ievedot funkciju 

[ ] [ ] [ ] [ ]zzzzz Ψ+Φ′+Φ=Ω , (P1.14) 

un (P1.13) aizstājot ψ, spriegumu un pārvietojumu izteiksmes iespējams pārrakstīt Hilberta 

problēmas risināšanai ērtākā formā: 

[ ] [ ] ( ) [ ]
[ ] [ ] ( ) [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]zzzz
zzzzzivu

zzzzzi xyyy

ωφ
ωκϕµ

σσ

′=Ω′=Φ
Φ−−−=+

Φ′−+Ω+Φ=−

)(2 , (P1.15) 

Atvasinot (P1.15) pārvietojumu izteiksmi pēc x iespējams to pierakstīt ērtākā formā: 

[ ] [ ] ( ) [ ]zzzzzivu
x

Φ′−−Ω−Φ=+
∂
∂ κµ )(2 . (P1.16) 

Izmantojot (P1.15) un apskatot spriegumu robežvērtības, kad z→L± un pieņemot, ka 

[ ] 0lim =Φ′
→

zy
tz

 visiem t, nesakrītošiem ar L galapunktiem[Ref_1]. 

( ) [ ] [ ] Ltttii xyyyxyyyLz
∈Ω+Φ=−=− −+++

→ +
σσσσlim , (P1.17) 

( ) [ ] [ ] Ltttii xyyyxyyyLz
∈Ω+Φ=−=− +−−−

→ −
σσσσlim . (P1.18) 

Saskaitot un atņemot vienādības (P1.17-18) tiek iegūtas divas Hilberta problēmas: 

[ ] [ ] [ ] Ltt ∈=Ω−Φ−Ω−Φ −+ β2 , (P1.19) 

[ ] [ ] ( ) Ltt ∈=Ω+Φ+Ω+Φ −+ α2 , (P1.20) 

kur α(t) un β(t) ir uz L definētas funkcijas: 

[ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ]−+−+−+−+ −−−=+−+= xyxyyyyyxyxyyyyy itit σσσσβσσσσα
2
1

2
1  

Izmantojot (P1.6) un (P1.8) iespējams iegūt abus potenciālus vispārīgā formā:  
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[ ] [ ] [ ] 00 Pzzz χ+Φ=Φ , (P1.21) 

[ ] [ ] [ ] 00 Pzzz χ+Ω=Ω , (P1.22) 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]

[ ]
( )∫∫ −

+
−

=Φ + LL
dt

zt
t

i
dt

tzt
t

i
zz β

πχ
α

π
χ

2
1

20 , (P1.23) 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]

[ ]
( )∫ ∫ −

−
−

=Ω +L L
dt

zt
t

i
dt

tzt
t

i
zz β

πχ
α

π
χ

2
1

20 . (P1.24) 

Konstanti P0 jāizvēlas tādu, lai apejot kontūru apvilktu ap L pārvietojumi paliktu nemainīgi. 

P1.2 Kompleksie potenciāli dažādiem plaisas slogošanas veidiem 

Turpmāk tiek apskatīta plaisa bezgalīgā plaknē, ar garumu 2a. Plaisas ass sakrīt ar reālo asi 

(x) , pie kam plaisa atrodas intervālā x∈[-a ; a]. Uz plaisas malām intervālā x∈[b ; c] pielikti 

konstanti spriegumi p+, p-, s+ un s-, jeb: 

];[0 cbx
cxbsp
cxbsp

xyxyyyyy

xyyy

xyyy

∉====
<<==
<<==

−+−+

−−−−

++++

σσσσ
σσ
σσ

 (P1.25) 

 
P1.1 att. Plaisa, uz kuras malām pielikti intervālos vienmērīgi spriegumi 

Šādā gadījumā funkcija χ[z] izsakās kā: 

[ ]
22

1
az

z
−

=Χ  (P1.26) 

Ievietojot (P1.25) vienādojumos (P1.23) un (P1.24)  

( ) ( ) ( )∫∫ −
+

−
−

−
=Φ

c

b

c

b
dt

zti
Fdt

zt
at

azi
Hz 1

22

22

220 ππ
, (P1.27) 

( ) ( ) ( )∫∫ −
−

−
−

−
=Ω

c

b

c

b
dt

zt
F

i
Fdt

zt
at

azi
Hz

ππ 22

22

220 , (P1.28) 

( )[ ] ( )[ ]−+−+−+−+ −−−=+−+= ssippFssippH
2
1

2
1 . (P1.29) 
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Formulās (P1.27-28) sastopamos noteiktos integrāļus iespējams izteikt 

elementārfunkcijās[Ref_2]: 

∫− 





−
−

=
−

c

b zb
zc

zt
dt ln , (P1.30) 

un 




















−−

−
−









−−

−
−+

+




















−



−−−−=

−
−

−−

−−∫

2222

2
1

2222

2
122

112222
22

tantan

sinsin

azba
abz

azca
aczazi

a
b

a
czbacaidt

zt
atc

b

. (P1.31) 

Attiecīgi potenciālus Φ un Ω iespējams pārrakstīt formā: 

( )














−
−

⋅+



 −+

Λ⋅=Φ
zb
zcFbccbazH

i
z ln

2
,

2
,,

2
1

0 π
, (P1.32) 

( )














−
−

⋅−



 −+

Λ⋅=Ω
zb
zcFbccbazH

i
z ln

2
,

2
,,

2
1

0 π
. (P1.33) 

[ ] ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) 



















−−−

−−
−

+−−

−+
−+

+





 −

−
+


 −−−−+−

−
=

=
−
−

−
=Λ

−−

−−

+

−∫

2222

2
1

2222

2
122

112222

22

22

22

tantan

sinsin

1,,,

rhaaz

azrh

rhaaz

azrhaz

a
rh

a
rhzrharha

az
i

zt
dtat

az
rhaz

rh

rh

 (P1.34) 
 

Konstante P0 izsakās kā: 

( )
( ) ( )bciFP −
+
−

=
κπ
κ

12
1

0 . (P1.35) 

Sprieguma intensitātes koeficienti plaisas galos izsakās kā: 

( ) ( )
( ) ( )








−

+
−

+













 −+−−−−=− −−

= bciF
a
c

a
babacaH

a
iKK axIII κ

κ
π 1

1sinsin1 112222 , (P1.36) 

( ) ( )
( ) ( )








−

+
−

+













 −−−−−=− −−

−= bciF
a
c

a
babacaH

a
iKK axIII κ

κ
π 1

1sinsin1 112222 , (P1.37) 

Gadījumā, ja abas plaisas malas pakļautas vienmērīgiem, vienādiem spriegumiem, kā tas 

būtu ja spriegumi tiktu pielikti attāli no plaisas: 

[ ] [ ] [ ]az
i
izz ,

2 000 Λ
−

−=Ω=Φ
∞∞

π
τσ , (P1.38) 

[ ] 








−
−=Λ

220 1,
az

ziaz π  (P1.39) 
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( ) ( ) aiiKK III πτσ ∞∞ −=−  

P1.2 Plaisas atvēruma formas funkcijas 

Izmantojot (P1.32-33) iespējams izteikt plaisas atvērumu plaisai ar šķiedrām. 

[ ] [ ] [ ]∑
=

Φ+Φ=Φ
Nf

j

j zzz
1

0 , (P1.40) 

[ ] [ ] [ ]∑
=

Ω+Φ=Ω
Nf

j

j zzz
1

0 , (P1.41) 

Ωj un Φj ir potenciālu funkcijas, dēļ j-tās šķiedras radītajiem spriegumiem uz plaisas malām, 

Nf – šķiedru skaits plaisā un  

[ ] [ ]az
i
iz ,

2 0
0 Λ

−
−=Φ

∞∞

π
τσ , (P1.42) 

ir potenciālu funkcija gadījumam kad tiek slogota plaisa bez šķiedrām. 

Apskatot pārvietojumu izteiksmes (P1.16) robežvērtības abās pusēs līknei L, var nonākt pie 

sakarības: 

( ) ( )−+−+ Ω−Ω+Φ−Φ=∆ κµ
dx
d2 , (P1.43) 

( )( )−+−+ −+−=∆ vviuu , (P1.44) 

Attiecīgi plaisas atvēruma var izteikt, kā: 

 

[ ] ∫ ∫∞− −

∆
=

∆
=∆

x x

a
dt

dx
ddt

dx
dx , (P1.45) 

Tad plaisas atvērums pie visā plaisas garumā pieliktiem vienmērīgiem spriegumiem izsakās 

kā: 

[ ] ( ) 



+=∆ ∞∞

a
xUiaAx 00 στ , (P1.46) 

[ ] [ ] 2
00 11 xdtt

a
xU

x

a

−== ∫
−

λ
π

. (P1.47) 

[ ]
22

00
0 2 xa

xx
−

−=
Λ−Λ

=
−+ πλ  

Lai noteiktu plaisas atvērumu dēļ j-tās šķiedras izdevīgi pieņemt, ka šķiedra rada abpusēji 

vienādus spriegumus intervālā [xj-r ; xj+r] , kur xj – šķiedras atrašanās vieta uz plaisas ass, r – 

šķiedras rādiuss.  

[ ]
2

,,,
−+ Λ−Λ

=rhaxλ  (P1.47) 
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−−

−
==

−−

− −−

±→ 2222

2
1

2222

2
1

0
tanhtanlim

paxa
apxi

paaz
apz

y
  

[ ] ( ) ( ){

1
1

1
1

11

2222

22

,tan,tanh

sinsin

1,,,

−
−

−
−

−−





 −

−



 +

−

−









 −

−
+

−

−−−−+−
−

=

a
rh

a
xW

a
rh

a
xW

a
rh

a
rhx

rharha
xa

rhax

ff

λ

 (P1.48) 

Plaisas atvērums dēļ j-tās šķiedras izsakās kā 

[ ] ( ) 







+=∆

a
r

a
x

a
xUiaAx j

f
f
j

f
jj ,,0 στ  (P1.49) 

[ ] [ ]∫
−

−=
x

a
f dtrhat

a
U ,,,1,, λ

π
ρηξ  (P1.50) 

( ) [ ] [ ]{ } [ ][ ]{
[ ][ ] ( ) [ ] ( ) [ ]}ρηξρηρηξρηρηξξ

ρηξξρηρηξ
π

ρηξ

++−−−++−

−−++−−−=
−−

−−−−

,ln,ln,tanh

,tanhsinsin11,,
11

111122
'

fff

ff

QQW

WU , (P1.51) 

 [ ]
22 11

1,
ξη

ξηηξ
−−

−⋅
=fW , (P1.52) 

[ ] ( )ξη
ξηηξ

ηξ
−

−−+⋅−
=

22 111
,fQ

, (P1.53) 
Nepieciešamie noteiktie integrāļi 

[ ] [ ] [ ][ ]rhIrhIIdtrhat pp

x

a
+−−+=∫ 02,,,λ , (P1.54) 

( ) ( ) [ ] 





 −

−
+

−+



 +




 −−−+−= −−−

a
rh

a
rhxa

a
xrharhaI 112212222

0 sinsin
2

sin π (P1.55) 

( )

( ) ( ) ∫∫∫

∫

−−−

−

−

−

−
−






−

+
+
−






 +






−

+
−
−






 −






−

−

−



+=













−−

−
=

a
x

a
x

a
x

f

x

ap

d
p

a
p

pd

a
p
a

p

ad

a
p
a

p

a

a
p

a
xWxaidt

tapa
apxpI

1

2

2
1

2

2

1

2

2

1

2222

2
1

1

1
1

1

12

1

1
1

12

1

],[tanh
2

tanh

τ
τ

ττ
τ

ττ
τ

τ

π

 ................... (P1.56) 

P2 Integrālvienādojuma, ar lineāru saiti atrisinājums 

Dots vienādojums (P2.1) funkcijai φ(x) :  

[ ] [ ] [ ] [ ]∫ ∫+⋅=
−

b

a

b

a

b dtttxcxHBdt
xt

tA φφ , , ....................................................................... (P2.1) 

Hb [x] un c[x,t] ir zināmas, nesingulāras un intervālā [a,b] integrējamas funkcijas ,A un B ir 

zināmas konstantes. 

Vienādojumu iespējams atrisināt ieviešot kompleksa mainīgā potenciālu Φ: 
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[ ] [ ]
∫ −

=Φ
b

a
dt

zt
t

i
z φ

π2
1 , (P2.2) 

Izmantojot Plemeļa formulas iespējams izteikt funkcijas Φ robežvērtības: 

[ ] [ ] [ ]
∫ −

+±=Φ± b

a
dt

xt
t

i
xx φ

π
φ

2
1

2
1 , (P2.3) 

un, ievietojot vienādojumā (P2.1) tiek iegūta Hilberta problēma ar integrālo operatoru  

( ) ( ) [ ]xHBLAiLAi b
cc ⋅=Φ++Φ− −+ ππ , (P2.4) 

[ ] [ ] [ ]∫=
b

ac dttftxcfL , . (P2.5) 

Pieņemot, ka [ ]−+ Φ−ΦcL  ir pa līkni integrējama funkcija ievieš jaunu kompleksa mainīgā 

potenciālu Ω definējot to ar Hilberta problēmu 

[ ]−+−+ Φ−Φ=Ω+Ω cL . (P2.6) 

Vienādojuma (P2.6) atrisinājumu, potenciālu Ω iespējams izteikt izmantojot izteiksmi (P1.7) 

[ ] [ ][ ]
( ) [ ] [ ] [ ]zzdt

tzt
tL

i
x

n

b

a
c χλ

χπ
χ

+
−

Φ−Φ
=Ω ∫ +

−+

2
, (P2.7) 

Šeit [ ]znλ  ir polinoms ar kārtu n, gadījumā ja ∞→→Ω z0 , [ ] 0== constznλ  . 

Ievietojot (P2.6) izteiksmē (P2.4) 

( ) [ ] [ ] [ ]−+−+−+ Ω−Φ+Ω−Φ=Φ−Φ+Φ+Φ πππ AiAiLAi c , (P2.8) 

,un izmantojot (P1.7) 

[ ] [ ]
( ) [ ] [ ] [ ]zzPdt

tzt
tHB

i
zAi n

b

a

b

χ
χπ

χπ +
−
⋅

=Ω−Φ ∫ +2
. (P2.9) 

Pn[z] ir polinoms ar kārtu n, gadījumā ja ∞→→Ω−Φ zAi 0π , ( ) 0== constzPn . 

Ievietojot izteiksmi (P2.7) izteiksmē (P2.9) 

[ ] [ ]
( ) [ ]

[ ] [ ]
( ) [ ] [ ] [ ]zzdt

tzt
tHB

i
zdt

zzt
L

i
zAi n

b

a

bb

a
c χ

χπ
χ

χπ
χπ Π+

−
⋅

=
−

Φ−Φ
−Φ ∫∫ − ++

−+

22
 (P2.10) 

[ ] [ ] [ ]zzPz nnn λ−=Π . (P2.11) 

Izmantojot (P2.2) un (P2.3) iespējams izteikt funkciju φ[t]. 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ] [ ] [ ]tt

Ai
zdt

tzt
L

A
t

zt
t

i n

b

a

b

a
c χ

π
ψ

χ
φ

π
χφ

π
Π+=

−
+

−∫ ∫ +

1
22

1
2 , (P2.12) 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]∫ +−

−=
b

a
dt

tzt
tB

A
zz

χπ
χψ 22

. (P2.13) 

Ņemot vērā, ka abi integrāļi ir nesingulāri integrēšanas kārtību var mainīt vietām[Ghakov Boundary 

value problems]. 
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( ) [ ] [ ] [ ]{ } [ ] ( )
( ) [ ]∫ ∫∫ ∫









−
=

− ++

b

a

b

a

b

a

b

a
dtd

z
tctdtdtc

tzt
τ

τχτ
τφττφτ

χ
,,1 . 

Pieņemot, ka abi potenciāli Φ un Ω  ir izzūdoši bezgalībā [ ] 0==Π constzn , un  

integrāloperātora Lc kodols c[x;t] ir atdalāms izteiksmi (P2.12) iespējams vienkāršot 

[ ] [ ] [ ]∑
=

=
N

n
nn tvxutxc

1
, , (P2.14) 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ]zdtd

z
utvt

A
zdt

zt
t

i
b

a

N

n

b

a

b

a
n

n ψτ
τχτ

τφ
π
χφ

π ∫ ∑∫ ∫
=

+ =








−
+

− 1
222

1 . (P2.15) 

Ieviešot apzīmējumus  

[ ] [ ]∫=
b

a ii dttvt
A

φ
π

α 22
1 , (P2.16) 

[ ] [ ] ( )
( ) ( )∫ +−

=
b

a
i

i d
z

uzz τ
τχτ

τχω . (P2.17) 

Nonāk pie sakarības: 

[ ] [ ] [ ]zzdt
zt

z
i

b

a

N

i
ii ψωαφ

π
=+

−∫ ∑
=12

1  (P2.18) 

Izmantojot Sohocka-Plemeļa formulu 

[ ] [ ] [ ] [ ]∑∫
=

±± ⋅+
−

+±=
N

i
ii

b

a
zdt

xt
t

i
xx

12
1

2
1 ωαφ

π
φψ , (P2.19) 

un apzīmējot 

[ ]xpφψψ =− −+ . (P2.20) 

iespējams izteikt funkciju D(x) 

[ ] [ ] [ ][ ]∑
=

−+ −⋅−=
N

i
iiip xxx

1
ωωαφφ . (P2.21) 

Ievietojot izteiksmi (P2.21) konstanšu αi izteiksmēs (P2.16) iegūst N vienādojumu sistēmu, 

kuru atrisinot tiek pilnīgi noteikta funkcija φ[x]. 

Ja funkciju c[x,t] nav iespējams atdalīt atrisinājumu iespējams izteikt, gadījumā ja izpildās 
nosacījums 

 
[ ] [ ] ( ) [ ] ( )[ ][ ]∫∫∫ −+

−→+→
−=−

b

a

b

ay

b

ay
dttxWWtdttzWtdttzWt ,,lim,lim

00
φφφ

 (P2.22) 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]∫ +−

=
b

a
dt

tzt
stcztzW
χ

χ ,,  (P2.23) 

Pieņemot, ka vienādība (P2.23) ir spēkā tiek iegūts Fredholma integrālvienādojums funkcijai 

φ[x]. 

[ ] [ ] [ ][ ][ ]∫ −+ −−=
b

ap dttxWWt
A

xx ,
2

1
2 φ

π
φφ  (P2.24) 
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Šāda vienādojuma risināšanas paņēmieni ir labi zināmi un to sarežģītību nosaka 

funkciju −+ −WW  un φp[x] forma. 

P3 Integrālvienādojuma, ar N-tās kārtas saitēm atrisinājums  

Dots vienādojums (P3.1) 

[ ] [ ] ( ) [ ]{ }∑ ∑ ∫∫
= =

+⋅=
−

N

j

M

k

kx

a

j
k

cbb

a

j dttcxjxHxHBdt
xt

xA
1 1

, φφ  (P3.1) 

Izmantojot izteiksmi (P2.2) vienādojumu (P3.1) var pārrakstīt formā 

( )[ ] [ ] [ ] ( )[ ]{ }∑ ∑ ∫
= =

−+−+ Φ−Φ+⋅=Φ+Φ
N

j

M

k

kx

a

j
k

cb j dttcxjxHxHBxiA
1 1

,π , (P3.2) 

[ ] [ ]
∫ −

=Φ
b

a

dt
zt

t
i

z φ
π2
1  (P3.3) 

Vienādojumu tālāk iespējams risināt ieviešot kompleksa mainīgā potenciālus Ω1... Ωk, 

izzūdošus bezgalībā, un uzdodot tos ar Hilberta problēmām (P3.4) 

[ ] ( )[ ]{ } MkdttcxxH
N

j

kx

a

j
kj

c
kk

j ...1,
1

=Φ−Φ=Ω+Ω ∑ ∫
=

−+−+ . (P3.4) 

Attiecīgi potenciāli Ω1... Ωk izsakās, kā 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ]{ }
( ) [ ]∑∫
∫

=
+

−+

−

Φ−Φ
=Ω

N

j

b

a

kx

a

j
kj

c

k d
z

dttcxH

i
zz

j

1

,

2
τ

τχτ

τ

π
χ , (P3.5) 

[ ] ( )( )bzzaz −−=χ   

Ievietojot (P3.4) vienādojumā (P3.2) iegūst Hilberta problēmu 

[ ]xHBiAiA b
M

k
k

M

k
k ⋅=








Ω−Φ+








Ω−Φ

−

=

+

=
∑∑

11
ππ , (P3.6) 

kuras atrisinājumu var izteikt izmantojot izteiksmi (P1.7)  

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) [ ]∫∑ − +

= −
⋅

=Ω−Φ
a

a

bM

k
k dt

tzt
tHB

i
zzziA

χπ
χπ
21

 (P3.7) 

Ievietojot izteiksmi (P3.5) izteiksmē (P3.7) 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ]{ }
( ) [ ] [ ]zd

z

dttcxH

A
zz

M

k

N

j

x

a

kx

a

j
kj

c
j

j

ψτ
τχτ

τ

π
χ

=
−

Φ−Φ
−Φ ∑ ∑∫ ∫

= =
+

−+

1 1
2

,

2
, (P3.8) 

un apzīmējot 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]∫ +−

−=
b

a

b

dt
tzt

tBH
A

zz
χπ

χψ 22
. (P3.9) 

Izmantojot (P1.7-8) iespējams izteikt funkciju φ[t] 
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[ ] [ ] [ ]
( ) [ ] [ ]{ } [ ]zddtt

z
xH

c
A

zdt
xt

t
i

M

k

N

j

b

a

kx

a

j
c

j
k

a

a

j ψτφ
τχτ

τ
π
χφ

π
=

−
+

− ∑ ∑ ∫ ∫∫
= =

+−
1 1

2

,
22

1 . (P3.10) 

Ņemot vērā, ka [ ] constdttjx

a
=∫ φ , to var iznest pirms integrāļa zīmes 

[ ] [ ] ( ) [ ]zcz
A

dt
xt

t
i

N

j

M

k

k
j

j
kj

a

a
ψα

π
φ

π
=Θ+

− ∑ ∑∫
= =

−
1 1

22
1

2
1 , (P3.11) 

[ ]∫=
jx

aj dttφα , (P3.12) 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]∫ +−

=Θ
b

a

j
c

j d
z

xH
zz τ

τχτ
τ

χ
,

 

Pēc Sohocka-Plemeļa formulas izsakot ψ robežvērtības 

[ ] [ ] [ ] [ ] ( )∑ ∑∫
= =

±± Θ+
−

+±=
N

j

M

k

k
j

j
kj

b

a
cx

A
dt

xt
t

i
xx

1 1
22

1
2
1

2
1 α

π
φ

π
φψ , (P3.13) 

un apskatot to starpību iespējams izteikt funkciju φ[x] 

[ ] [ ] [ ] ( )∑ ∑
= =

+=
N

j

M

k

k
j

j
kjp cx

A
xx

1 1
22

1 αθ
π

φφ , (P3.14) 

[ ] −+ −= ψψφ xp  (P3.15) 

[ ] −+ Θ−Θ=xθ  (P3.16) 

Ievietojot izteiksmi (P3.14) izteiksmē (P3.12) iegūst N, M-tās kārtas polinomu vienādojumu 

sistēmu, kuru atrisinot tiek pilnīgi noteikta funkcija φ(x). 

P4 Integrālvienādojuma, ar nelineāru saiti atrisinājums  

Dots vienādojums funkcijai φ[x], 

[ ] ( ) [ ] [ ]∑∫
=

⋅+⋅=
−

N

j
jjj

c
j

bb

a
fgxxHxHBdt

xt
tA

1
,φ , (P4.1) 

[ ]∫= jx

aj dttcf φ , (P4.2) 

kur A, B, c - zināmas konstantes un Hj
c[x,xj], gj[f] un Hb[x] – zināmas nepārtrauktas 

funkcijas, pie kam 
df

gd
df
dg j

n
j ...∃ . 

Apskata vienādojumu (P4.1) pie divām dažādām B vērtībām B  un BBB δ+=′ : 

[ ] [ ] [ ] [ ]∑∫
=

⋅+⋅=
−

N

j
jjj

c
j

bb

a
fgxxHxHBdt

xt
tA

1
,φ  (P4.3) 

[ ] [ ] [ ]∑∫
=





 ′⋅+⋅′=

−
′ N

j
jjj

c
j

bb

a
fgxxHxHBdt

xt
tA

1
,φ  (P4.4) 

[ ]dttcf jx

aj ∫=′ φ  (P4.5) 



 25 

Atņemot (P4.3) un (P4.4) tiek iegūts vienādojums funkcijas φ[x] izmaiņai parametra B 

izmaiņas rezultātā. 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]




 −



 ′+⋅=

−
−′ ∑∫

=
jjjj

N

j
j

c
j

b
b

a

fgfgxxHxHBdt
xt

ttA
1

,δφφ . (P4.6) 

Funkciju 



 ′

jj fg var izvirzīt Teilorā rindā ap punktu jf : 

[ ] [ ]∑
=






 −′

∂
+=



 ′ M

k

k

jj

j
j

jjjj k

ff
f

f
g

fgfg
1 !
δ

. (P4.7) 

Ieviešot apzīmējumu [ ] [ ] [ ]xxx δφφφ =−′  un ņemot vērā, ka [ ]∫=−′
jx

a
jj dttcff δφ  (P4.6) var 

pārrakstīt, kā 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∫∫∑∫
== 










⋅











+⋅=

−

M

k

kx

a

x

a
k

j
kN

j
j

c
j

b
b

a

jj

dttcdttc
df

gd
k

xxHxHBdt
xt
tA

11 !
1, δφφδδφ . (P4.8) 

Izmantojot (P3.14) vienādojuma (P4.8) atrisinājums ir 

[ ] [ ] [ ] [ ] ( )












⋅











+= ∫∑ ∑

= =

k
j

x

a

N

j

M

k
k

j
k

jp

j

dttc
df

gd
k

xx
A

x δαφθδφ
π

δφ
1 1

2 !
1

2
1  (P4.9) 

[ ]∫=
jx

a
j dttc φα  (P4.10) 

[ ]dttc
jx

a
j ∫= δφδα  (P4.11) 

[ ] −+ −= δψδψδφ xp  (P4.12) 

[ ] [ ] [ ]
( ) [ ]∫ +−

⋅−=
b

a

b

p dt
tzt

xHzBz
χ

χδδψ  (P4.13) 

[ ] −+ Θ−Θ= jjj xθ  (P4.14) 

[ ] [ ]
( ) [ ]∫ +−

=Θ
b

a

j
c
j

j dt
tzt

xtH
z

χ
χ

,
 (P4.15) 

 

P5 Šķiedras sprieguma funkcijas konstantes 

Šķiedru spēku atkarību no plaisas atvēruma var novērtēt apskatot divu koaksiālu cilindru 

sistēmu. Pieņemot, ka centrālajā cilindrā (šķiedrā) un ārējā (matricā) darbojošies spēki ir 

konstanti attiecībā pret radiālo koordināti un apskatot līdzsvara nosacījumus uz cilindru saskares 

virsmas, nonāk pie sakarībām[Ref_3]: 
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τπr
dz

dT
dz

dT fm 2=−=
, (P5.1) 

*
2

2
q

EEr
Tf

dz
du

f

f

f

f ν

π
−=

, (P5.2) 

*
2

2
q

EmEmr
T

dz
du mmm ν

π
γ

+=
. (P5.3) 

Tm un Tf ir attiecīgi stiepes spēki matricā un šķiedrā, jeb 

2r
T f

f π

σ
=  

)( 22 rR
T m

m −
=
π

σ
, 

kur σf ir spriegums šķiedrā un σm ir vidējā sprieguma vērtība ārējā (matricas) cilindrā, jeb 

( )∫ ⋅⋅
−

=
R

r
mm dz

rR
ρρρσσ ,2

22 . 

 
P5.1 att. Šķiedras un matricas cilindrs, uz tiem darbojošies spēki 

Spriegums q* ir papildus spriegums radiālā virzienā, kas rodas dēļ dažādajām šķiedru un 

matricas deformācijām šķērsvirzienā[Ref_3]: 

 








 −
=

2
2

* 1
ω

γναν

π
mmff TT

r
q

, (P5.4) 
kur ( ) γνναω 2112 +++−= mf  un fm EE=α . 

Bīdes spriegumus starp šķiedru un matricu τ izraisa tikko pieminētais spriegums q*, kā arī 

paliekošais spriegums q0, kas radies ražošanas procesā un var tikt uzskatīts par konstantu. 
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( )*
0 qq −= µτ  (P5.5) 

Izmantojot (P5.1), (P5.4) un (P5.5) un robežnosacījumus 

( )
( ) 00

0

=

=

m

f

T
PT

, 

iegūst 2 diferenciālvienādojumu sistēmu, kuras atrisinājums ir: 

( ) ( )( )
mf

f
zk

m

qrPe
zT

γναν
ωπανλ

+

−−
= 20

210

, (P5.6) 

( ) ( )zTPzT mf −=  (P5.7) 

kur 
2

0 ω
γναν mfk

+
=  un 

r
ub2

=λ . 

Tālāk izmantojot (P5.2-3) apskata pārvietojumu starpību starp šķiedru un matricu 

mf uu −=δ : 

( )fm uu
dx
d

−=′δ
 (P5.8) 

Pielietojot robežnosacījumu ( ) 0=lδ , un ievietojot z=0 iegūst: 

dfd BrA += 2πσδ  (P5.9) 

( ) ( ) ( )( )
( )mfm

lk
fmff

d E
kfeklk

A
γνανλ

ωγανωνννλγγανα λ

+

−+++−−+−
= 0

2
00

2
00 22 0

 (P5.10) 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )2

2
20

20 21

mfm

mf
lk

mf
d E

elq
B

γνανλ

ωγαγνανωγνανλ λ

+

+−+−++
=  (P5.11) 

Sakarība (P5.9) turpmāk tiek izmantota lai aprakstītu šķiedru sprieguma atkarību no plaisas 

atvēruma. 

Kad plaisas atvērums un līdz ar to arī spriegums šķiedrā sasniedz noteiktu vērtību (σD0) sākas 

šķiedru-matricas atslāņošanās. Atslāņošanās turpinās līdz tiek sasniegta šķiedras stiprība vai arī 

šķiedra ir pilnībā atdalījusies no matricas. Maksimālais spriegums (σ~ ) brīdī kad šķiedra pilnībā 

atdalās no matricas ir atkarīgs no paliekošā sprieguma q0, kā arī šķiedras un matricas materiālu 

konstantēm. Izmantojot literatūrā atrodamos rezultātus[7]:  

( )
( )

( )f

f

m
Icf

D kr

k
k

GE

ν

να
νγ

σ
0

0

0

0 21

21
21

1

2
−












−
−

+

= , (2.3.12) 

2
0~ ω

αν
σ

f

q
= , (2.3.13) 

Atslāņošanās spriegums σD atkarībā no atslāņotā šķiedras garuma l tad izsakās, kā: 



 28 

( )
( )CCe lk

D
DmD +−

−
−=

1

~
0

0
λ

σσσσ , (2.3.14) 

kur 
( )
( )








−
−

+

+
=

f

m
f

mf

k
k

C

να
νγ

αν

γναν

0

0

21
21

1

.  

Gadījumā ja paliekošais spriegums q0 ir mazāks par kādu robežvērtību qth, šķiedru matricas 

atslāņošanās process notiek pie konstanta sprieguma[7]. Šo spriegumu iespējams novērtēt 

pielīdzinot sākotnējo atslāņošanās spriegumu σD0 maksimālajam atslāņošanās spriegumam σDm: 

0
2

D
f

thq σ
ω
αν

= . (P5.15) 

Ja starp šķiedru un matricu nedarbojas berze, tad λ=0 un pēc (P5.14) konstantais atslāņošanās 

spriegums ir σD0. Šādā gadījumā izteiksmi (P5.9) var vienkāršot: 

( )( )
0

2 2
ω

γναννωσ
δ

⋅

+−
=

f

mfff

E
l

. (P5.16) 

Atslāņotais garums atkarībā no pieliktā sprieguma izsakās kā: 

( ) λσσ
σσ

0

0 1
~1ln

kC
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f

Df













−

−
+= . (P5.17) 

 
 


